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Il contributo più importante dato alla forma della matematica dalle scuole di Eudosso e di Platone, e che diede alle matematiche la fisionomia che ha in Euclide e nei matematici greci posteriori, è indubbiamente la creazione del metodo detto apagogico o analitico, e delle forme di analisi e  sintesi grazie alle quali ci si assicurò non solo solidi risultati, ma anche un’esposizione inattaccabile di questi risultati.

Il metodo analitico trova un’applicazione immediata nella soluzione dei problemi; e così ne parleremo subito.

Crediamo tuttavia che il significato logico delle regole stabilite, per trovare ed esporre la soluzione, si comprenderà meglio se, momentaneamente, abbandoniamo il campo della matematica greca per parlare genericamente della soluzione analitica dei problemi, chiarendone le applicazioni con esempi presi da problemi e risorse diversi da quelli a disposizione dei greci. Voglio indicare con questo, conformemente alle sue origini, l’uso conseguente che si può fare in matematica delle parole analisi e sintesi, analitico e sintetico, uso che si dovrebbe adottare per far cessare la confusione moderna, causata dall’applicazione esclusiva della parola analisi all’analisi algebrica.

Un problema matematico ha lo scopo di trovare quantità o figure che soddisfino certe esigenze. Una  soluzione, si può spesso indovinare, in qualche modo, basandosi su analogie con altri problemi, e non si può negare che è per questa via che si è forse giunti a cogliere subito risultati importanti; ma, malgrado la sua eccellenza, una tale opera di divinazione non può essere propriamente chiamata metodo: in ogni trattazione metodica, è importante analizzare le condizioni poste, e bisogna per prima cosa averle  chiaramente in mente, e a ciò si arriva immaginandole soddisfatte, dunque immaginando il problema risolto; si tratta in seguito, con un mezzo qualunque, secondo delle regole prese da problemi analoghi a quello trattato, o che inventeremo, di trasformare le condizioni da soddisfare in altre che saranno necessariamente soddisfatte se le prime lo sono, e di spingere questa trasformazione fino a quando si arrivi, infine, a condizioni che si sappiano soddisfare.

Attraverso questa analisi, si trova come il problema deve essere risolto, se è risolvibile. 

La sintesi consiste invece nel realizzare questa soluzione, cioè nel determinare le quantità e le figure cercate, in modo da soddisfare le condizioni richieste e trasformate, dopodichè bisogna ancora dimostrare che le condizioni poste inizialmente siano anch’esse soddisfatte. Se non c’è un procedimento più semplice, questa dimostrazione avviene, in genere, attraverso una trasformazione delle condizioni secondo un ordine inverso rispetto a quello che si osservava nell’analisi, in modo da concludere che, una volta soddisfatte le nuove condizioni che hanno sostituito quelle iniziali, anch’esse sono necessariamente soddisfatte. Si può omettere questa dimostrazione – oppure la si è già fatta nell’analisi – se ci si è serviti unicamente di trasformazioni reversibili, in modo che le nuove condizioni richieste siano non solo necessarie ma sufficienti rispetto alle prime; altrimenti, no.

Prenderemo come esempio la soluzione di problemi con equazioni algebriche: si introducono delle denominazioni per le quantità incognite, e si fanno entrare queste denominazioni, assolutamente nello stesso modo delle designazioni delle quantità conosciute, nelle equazioni che esprimono le condizioni poste; poi si immagina che queste equazioni siano soddisfatte – e dunque come se il problema fosse già risolto.

La trasformazione delle condizioni, precedentemente menzionata, è allora rappresentata dalla trasformazione delle equazioni, fino a giungere a nuove equazioni che possano fornire la soluzione: in geometria analitica, ad esempio, si formano in questo modo le equazioni dei luoghi geometrici che permettono la risoluzione del problema. Se si applica l’analisi a problemi che hanno l’obiettivo di trovare i valori di incognite, le equazioni trasformate saranno le stesse in cui le incognite sono isolate; e per restare a quest’ultimo caso, la sintesi consecutiva all’analisi consiste allora:

1) nel calcolo reale delle quantità date dalle espressioni trovate, ivi compresa la loro trasformazione secondo regole predeterminate; ad esempio la loro semplificazione, la loro riduzione all’irrazionalità semplice, etc.;

2) in una verifica di queste quantità.

Questa verifica, viene fatta, in genere, per sostituzione diretta, ma si può anche eseguire, come si è già detto a proposito della dimostrazione sintetica, risalendo passo a passo, e in ordine inverso, le equazioni impiegate; e non bisogna credere che una tale dimostrazione venga resa inutile dall’analisi che l’ha preceduta: lo si vede nei casi dove si è fatto sparire un radicale con l’elevamento a potenza, perché se questa espressione era uno dei valori della radice, ad esempio il valore positivo di una radice quadrata, si sa bene allora che si possono introdurre delle soluzioni estranee. Allora, invece di essere una dimostrazione della giustezza, la prova darà una dimostrazione dell’inesattezza di queste ultime radici trovate: l’analisi, sola, può dunque introdurre delle soluzioni estranee.

Se la soluzione è già conosciuta, ci si può accontentare di darla sinteticamente, con la dimostrazione, ma c’è in questo caso  un altro inconveniente: se il problema è, ad esempio, quello dell’equazione 

x2 – ax + b = 0   

o un problema che, ricondotto a un’equazione, si può, per sintesi, scrivere 
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ed intendere, con il simbolo della radice quadrata, la radice quadrata positiva; ma se la prova, o la dimostrazione sintetica, provano che questa soluzione è giusta, non si vede tuttavia se è la sola giusta.

Ciò che abbiamo appena stabilito riguardo la soluzione algebrica si può generalizzare: la sola analisi può dare troppe soluzioni, la sola sintesi ne può dare troppo poche.

Cerchiamo ancora in quale punto della trattazione completa si presentano le condizioni di possibilità.   

Normalmente si aggiungono alla fine della soluzione formale, che viene  discussa solo allora: nell’esempio precedente, si conclude dall’espressione trovata che, perché x sia reale, 
[image: image3.wmf]  

a

2

æ 

è 

ç 

ö 

ø 

÷ 

2

deve essere maggiore o uguale a b; ma una tale discussione è possibile solo ammettendo, con la denominazione di quantità negative ed immaginarie, delle quantità che non erano originariamente attese come soluzione; perché, senza queste nuove specie di grandezze, si troverebbe molto prima la condizione di possibilità, nel corso delle analisi.

Se, per esempio, si è dedotto, all’equazione precedente, che 
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si potrebbe concludere che 
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solo se 
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, poiché altrimenti il secondo membro non avrebbe senso.

Se si vuole, si possono dedurre dall’analisi le condizioni di possibilità, così come la soluzione, ma si può, per queste come per quelle, contentarsi di una esposizione puramente sintetica.

I Greci applicavano il metodo di soluzione, che abbiamo appena esposto, ai problemi geometrici, nei quali si tratta sostanzialmente, come abbiamo visto, di trovare una costruzione, sia reale - attraverso l’uso di riga e compasso – che formale. Fin quando si cerca metodicamente la soluzione di simili problemi, si deve, secondo le nostre osservazioni generali, trattarli con l’analisi, genere di trattamento che doveva essere usato già dai pitagorici per la soluzione geometrica delle equazioni di secondo grado: può anche darsi che il metodo sia stato applicato in modo più o meno cosciente perché, come si è visto spesso nella storia della matematica, impiegare effettivamente un metodo è altra cosa dal chiarirlo a se stesso al punto da saper servirsene ogni volta che ce n’è il bisogno e, ancora meno, dallo stabilirlo in modo che altri lo possano utilizzare.

La determinazione di Archita relativa alle due medie proporzionali dipende da una costruzione che fu evidentemente trovata con il metodo analitico. Archita, infatti, non avrebbe potuto trovare l’applicazione della curva cilindrica, che fino ad allora era sconosciuta, e deve essere stata esclusivamente l’applicazione dell’analisi che lo ha condotto a introdurre questa curva, così come, in un’investigazione di geometria analitica moderna, un luogo geometrico che interviene nella soluzione del problema, si manifesta con l’aspetto di una curva sulla quale non si sapeva nulla prima, e che comunque si definisce con l’equazione risultante dall’analisi.

L’introduzione di luoghi geometrici, e la determinazione di questi luoghi, presentano dunque un altro esempio delle applicazioni del metodo analitico che si fa risalire fino ai pitagorici, ma fu con le scuole fondate dai successori d’Archita, Platone ed Eudosso, che questo stesso metodo raggiunse la forma che, in seguito, si mantenne usuale tra i matematici greci.

Il metodo, nella sua applicazione, e l’esposizione dei risultati acquisiti in tal modo, consistevano in una serie di  termini la cui esposizione si collega molto facilmente all’applicazione ellittica delle superfici prese ad esempio;  esprimeremo qui i diversi termini un po’ più brevemente di quanto lo avrebbero fatto gli antichi.

1)
Il problema si pone nella protasi (
[image: image7.wmf]  

p

r

o

t

a

s

i

V

): applicare, a un segmento dato, una superficie data, in modo che un quadrato faccia difetto.

Il problema si collega, nell’ectesi (
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) ad una figura tracciata, che si esprime così: applicare, sotto la forma di rettangolo, al segmento AB il quadrato (tracciato) q, in modo che manchi un quadrato.

2)
Nell’apagoge, o trasformazione (
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), si suppone il problema risolto (per mezzo del rettangolo AM, che lascia mancare il quadrato BM) e lo si ricollega nella maniera seguente a un problema conosciuto: essendo C il punto medio di AB, si pone il rettangolo KC su DB – e si ha DE. 

3)
Il rettangolo AM si trasforma così in uno gnomone, o meglio nella differenza di quadrati CB2 e CD2; il segmento CD deve dunque essere determinato in modo che questo gnomone sia uguale al quadrato q.
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4)
Nella risoluzione, si esamina fino a che punto si è realmente in possesso  di tutto quello che serve per risolvere il problema posto: ciò ha luogo, nel presente caso, se q, che deve essere grande come uno gnomone preso sul quadrato CB2, è al più uguale a questo quadrato.

Osservato questo, ci si accorge comunque che manca qualcosa al problema posto, perché normalmente, almeno per quello che ci è stato trasmesso delle opere matematiche, i problemi sono posti con una limitazione che permetta di risolverli: si ottiene dunque, al posto del problema che noi abbiamo cercato di porre qui, da una parte un teorema, dall’altra un problema più limitato.
Il teorema (che si trova in una forma più generale in Euclide, libro VI, prop. 27) ha l’obiettivo di dimostrare che un rettangolo, applicato su un segmento in modo che manchi un quadrato, è inferiore o uguale al quadrato elevato sulla metà del segmento; oppure, se si vuole, che un rettangolo è minore di un quadrato dello stesso perimetro.

Il problema (che Euclide tratta in una forma più generale nel libro VI, prop. 28) è lo stesso di cui abbiamo tentato di dare la soluzione, ma con questa aggiunta, il quadrato deve essere al massimo uguale al quadrato elevato sulla metà del segmento dato.

Questa aggiunta alla protasi viene chiamata diorismo (
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), o delimitazione del problema; nell’ectesi, bisogna anche, a proposito delle figure date, dire che soddisfano la condizione (
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). Grazie alla delimitazione, che supponiamo così introdotta nella protasi e nell’ectesi, la risoluzione, come vedremo, diventa assolutamente superflua; infatti, se si cerca di risolvere il problema, si ha successo, e la risoluzione si confonderà con ciò che la sintesi ci insegna sul modo di risolverlo; se, al contrario, invece di considerare la forma con la quale gli autori delle opere conservate ci comunicano risultati già pronti, consideriamo l’applicazione del metodo a nuove ricerche, la risoluzione deve allora aver svolto un ruolo importante. Infatti bisognerebbe, nel corso dell’analisi, verificare costantemente se l’apagoge viene spinta sufficientemente lontano da  risolvere il problema; ma, al di là di questo, la risoluzione è un mezzo per raggiungere ciò che abbiamo già qualificato come l’obiettivo principale del trattamento dei problemi, ovvero la decomposizione del problema primitivo nel teorema e nel problema con cui si assicura che le condizioni di esistenza della figura cercata siano rispettivamente necessarie e sufficienti.

Ciò a cui si arriva, sia in generale che nell’esempio proposto, è la determinazione di un massimo o di un minimo.

Un altro risultato della risoluzione doveva essere quello di dare il numero delle soluzioni possibili: così, nel caso presente, c’è da notare come la condizione che CD2 abbia la grandezza giusta, importa poco che D cada da una parte o dall’altra di C, circostanza alla quale si è potuto prestare attenzione mentre si scopriva il valore massimo di q: tuttavia i greci, per i quali la costruzione era soprattutto un mezzo di assicurarsi che la figura esisteva, non hanno dato a questo fatto un’importanza particolare. Mentre, in altri casi, il significato multiplo di un problema riposa nei problemi a cui è ricondotto, se passa inavvertito in questi ultimi, l’analisi del primo non lo farà notare di più; per cui si fu obbligati a fare un’investigazione speciale nei casi in cui questo significato multiplo sembrava essere per i Greci di una certa importanza.
La trasformazione e la risoluzione costituiscono l’analisi con cui si trova la soluzione; e la soluzione trovata viene poi espressa nella sintesi, che comprende:

5)
la costruzione (
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) con cui si realizza l’oggetto delle ricerche grazie a procedimenti di costruzione conosciuti. Non è il caso, tuttavia, di menzionare tutte le particolarità, ma solo di indicare solamente le costruzioni già conosciute di cui si componeva la costruzione cercata: determinazione, nel nostro esempio, di CD con il teorema di Pitagora, etc. La costruzione non è dunque, con una leggera variante di forma, che la ripetizione di ciò che si è detto nella risoluzione.

Notiamo ancora che la costruzione, la cui invenzione era naturalmente la difficoltà capitale della ricerca, non è, dopo tutto, che uno dei termini della trattazione presa nel suo insieme, e ciò si accorda bene con l’obiettivo già messo in rilievo della soluzione dei problemi per dimostrare l’esistenza delle figure che bisogna costruire, scopo che appariva anche nell’esposizione delle costruzioni. Questa forma d’esposizione è assolutamente la stessa, come spiegheremo presto, per la costruzione delle figure che aiutano a dimostrare i teoremi: si dice sempre, all’imperativo perfetto, che questo punto sia stato preso, che questa linea sia stata tirata; le costruzioni sono dunque come le ipotesi di una scienza o di una intelligenza, e non costituiscono, per eseguire il problema, delle regole così categoriche come le intendiamo oggi per trovare le soluzioni dei nostri problemi di costruzione. La transizione verso quest’ultima concezione è già, del resto, nelle traduzioni latine che propagarono nell’Europa moderna la conoscenza della geometria antica: in queste traduzioni, infatti, si poteva rendere l’imperativo perfetto solo con il congiuntivo presente: «sia preso questo punto, sia tirata questa linea», o: «si prenda, si tiri…».

6)
Si dimostra poi (dimostrazione, 
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) che la costruzione ha veramente stabilito la figura richiesta, dimostrazione che si opera, regolarmente, impiegando le stesse deduzioni della trasformazione, ma in ordine inverso. Così, nel nostro esempio, si forma il rettangolo AM, con lo gnomone, ponendo il rettangolo DE su AC.

7)
Infine, nella conclusione (
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), si afferma di avere veramente raggiunto l’obiettivo richiesto; e ciò si fa riprendendo la protasi, con la formula iniziale: «dunque…», etc., e la formula conclusiva: «ciò che si doveva fare».

Mentre l’analisi, compresa nei numeri 3) e 4), cioè tra la trasformazione e la risoluzione, è metodicamente importante per scoprire la soluzione, e non è più necessaria quando si tratta di esporre in modo inattaccabile ciò che si è trovato, ovvero di ciò che fu sempre l’obiettivo principale degli scrittori greci. La si omette dunque molto spesso, di modo che l’esposizione consista solo nell’impiego dei paragrafi 1), 2), 5), 6), 7); si ottiene così una forma che qualificheremo come sintetica.
Questa forma sintetica s’impiega in particolare quando si tratta sistematicamente tutta una teoria le cui costruzioni erano già più o meno conosciute dagli autori, o furono trovate da loro e costitute in sistema, come negli Elementi di Euclide, o nella maggior parte della teoria delle sezioni coniche di Apollonio. Del resto, i luoghi dove l’autore espone ugualmente l’analisi non fanno affatto guadagnare; perché, in primo luogo, si può, dopo quello che abbiamo detto, fare la trasformazione invertendo molto semplicemente la serie delle deduzioni della dimostrazione, e la risoluzione si confonde allora con la costruzione; e, secondariamente, l’analisi data non è altro che l’analisi del problema delimitato dal diorismo e non, come nel nostro esempio primitivo, quello che può portare a questa delimitazione.

Dopo aver parlato così a lungo dell’analisi dei problemi e della rappresentazione sintetica ad essa collegata, possiamo passare più rapidamente sull’applicazione, ai teoremi, di questo metodo e delle forme corrispondenti: la forma d’esposizione sintetica consiste qui, o in ogni caso può consistere assolutamente negli stessi termini; bisogna solo sostituire dappertutto problema con teorema. La costruzione non consiste in altro che nel costruire le linee necessarie per aiutare la dimostrazione, e si può persino omettere, se queste linee sono inutili; quanto alla conclusione, si termina  con le parole: «ciò che si doveva dimostrare».
Questi termini che, come si vede, sono anche logicamente sufficienti per i teoremi, si ritrovano dappertutto in Euclide, sia quando si tratta di teoremi che di problemi.

Tuttavia, per i teoremi stessi, può essere questione di un metodo analitico propriamente detto ed è il caso quando si vuole verificare se un teorema, enunciato da altri, o la cui scoperta fu forse intuitiva, è giusto o no: si comincia con il supporre giusto il teorema in questione, che designeremo con A, poi si trasforma questo teorema con una serie di deduzioni, assolutamente come nell’apagoge o trasformazione per i problemi, finché si vede che conduce a un nuovo risultato K, di cui si conosce se è giusto o sbagliato. Nel primo caso, c’è ancora una possibilità, ma nessuna certezza, che A sia giusta, perché K può derivare da una serie deduttiva dove A non è che un uso apparente, e questo arriva, per esempio, anche con le risorse dell’algebra moderna, se nei due membri dell’equazione posta si è moltiplicato, senza avvertirlo, moltiplicato per una grandezza composta, che in realtà è nulla. Una volta derivato da A il giusto risultato di K, si verificherà che il valore di A è giusto risalendo per quanto è possibile la serie deduttiva percorsa nell’analisi, in modo che la giustezza di K comporti quella di A stesso. In tal caso, questa serie deduttiva al contrario fornisce la dimostrazione della giustezza di A, e ci si contenta d’esprimere questa dimostrazione sotto la forma sintetica menzionata prima, una volta omessa l’analisi condotta.

Nel caso in cui il risultato derivato da A sia falso, si può concludere subito che A sia falso, oppure,se  A e B sono due affermazioni di cui l’una deve necessariamente essere vera, l’affermazione che B è vera può essere stabilita come teorema che si dimostrerà con il ragionamento seguente: l’ipotesi di B falso, o di A vero, condurrebbe al falso risultato K. Una simile  dimostrazione per antitesi è apagogica, dunque propriamente analitica: e dato che assicura piena evidenza alla giustezza dell’affermazione B, le opere dove la rappresentazione è sintetica, come accade spesso per esempio negli Elementi d’Euclide, se ne servono diversamente.
Questa forma antitetica di dimostrazione fu applicata anche da Dinostrato alla squadratrice e venne impiegata costantemente, come vedremo, nella dimostrazione per esaustione.

Infine, il teorema che noi abbiamo ottenuto come risultato secondario quando abbiamo tentato più sopra di stabilire, senza limitazioni preliminari, l’applicazione ellittica delle superfici è un buon esempio per provare che un teorema non si deduce necessariamente dall’analisi del teorema stesso supposto come vero, o da quella della sua antitesi, ma dall’analisi di un problema connesso.
Riflessioni sul testo

Considerazioni generali

Durante la nostra attività didattica ci siamo sicuramente resi conto dell’opportuna necessità che gli studenti, nel loro percorso formativo, trovino un nesso naturale tra i concetti appresi in classe e la realtà che li circonda; ciò inevitabilmente favorirà un’autentica e gratificante maturazione umana e culturale degli stessi.
L’analisi della traduzione ci ha offerto l’opportunità di riflettere abbondantemente su come, nell’insegnamento della matematica, ma anche di altre discipline, sia indispensabile far esercitare gli allievi al pensiero critico, creativo e responsabile. La matematica infatti è pensiero creativo, non è costituita solo di regole rigide, ma anche di attività vivaci e interessanti quali le congetture, i tentativi, le scoperte. Polya afferma che “…i problemi da proporre ai discenti dovrebbero essere scelti con cura, né troppo difficili, né troppo facili, semplici ed interessanti; e spesso essi dovrebbero essere rappresentati in forma gradevole, piatta ed atta a risvegliare la curiosità dei giovani”.

È inoltre importante che l’insegnante conduca gradualmente lo studente alla soluzione di un problema, cercando di fornirgli spunti stimolanti e non direttamente la semplice e fredda soluzione.
La lettura di “Problemi metodologici nella geometria greca” fa emergere la necessità di combinare metodo analitico e sintetico, e mette particolarmente in evidenza l’importanza e l’efficacia del metodo analitico per la risoluzione dei problemi. L’analisi infatti stimola la creatività e l’intuizione, la sintesi invece spinge più verso la formalizzazione. Pure l’autore riferisce che “…la sola analisi può dare troppe soluzioni, la sola sintesi ne può dare troppe poche”; egli cerca altresì di chiarire i ruoli del metodo analitico e di quello sintetico e spiega come si debba procedere ad un uso sensato ed intelligente di entrambi.

Polya ancora dice: “Nell’analisi e nella sintesi intervengono gli stessi enti, gli stessi oggetti; essi fanno entrare in azione nell’analisi il cervello e nella sintesi i muscoli dell’uomo; l’analisi consta di pensieri, la sintesi delle azioni”. La sintesi costituisce quindi la risoluzione effettiva del problema, l’analisi invece guarda al risultato finale e, puntando a questo, arriva alla soluzione del problema. L’analisi spinge il soggetto alla costruzione della soluzione, e ciò è fondamentale affinché l’allievo capisca fino in fondo il procedimento di soluzione di un problema.
L’alunno spesso si chiede a cosa gli servono i concetti studiati; da ciò si intuisce come non basta trattare in maniera formale un argomento ma è importante fare capire all’allievo quale è il problema, quali i suoi passaggi e la sua contestualizzazione, per condurlo, tramite il ragionamento, alla risoluzione del problema stesso.
Ci ha molto affascinati una metafora utilizzata da Polya per far comprendere i diversi modi di procedere del metodo analitico e di quello sintetico. Egli pone il problema di un uomo che deve attraversare un torrente; l’attraversamento del torrente rappresenta quindi l’incognita x del problema iniziale. La sequenza di idee che portano l’uomo a superare il torrente costituisce l’analisi; la traduzione in atto delle idee, cioè l’attraversamento del torrente, rappresenta invece la sintesi. Egli in particolare afferma: “L’attraversamento del torrente è il desiderio primo da cui scaturisce l’analisi e l’ultima azione con cui si chiude la sintesi”.

L’autore riflette sull’importanza, nello svolgimento di un problema matematico, di analizzare le condizioni poste; esse devono essere chiare in mente, a ciò si arriva “immaginando il problema risolto”, questo costituisce l’analisi. La sintesi, che segue l’analisi, consiste  nel calcolo effettivo della soluzione, da trovare secondo determinate regole.

L’analisi e la sintesi devono essere presenti entrambe, esse non si pongono mai in contrasto tra loro; l’analisi non deve essere pensata come qualcosa che rende inutile la sintesi anzi deve servire da supporto, da conferma di ciò che si è già chiaramente esaminato. L’autore porta pure come esempio la soluzione di problemi con equazioni algebriche: l’analisi in questo caso è costituita dalle equazioni che si immaginano soddisfatte in base alle condizioni poste, è come se il problema fosse già stato risolto; la sintesi consiste nel calcolo effettivo, tramite passaggi rigorosamente definiti delle quantità cercate, non è quindi altro che una verifica di ciò che si è già osservato con l’analisi. L’autore fa inoltre presente come l’uso del metodo analitico sia stato molto utile nel corso della storia della matematica, il suo utilizzo risale ai matematici greci, che lo applicavano ai problemi geometrici nei quali si richiedeva di trovare una costruzione sia reale che formale. I pitagorici usarono tale metodo forse inconsapevolmente per determinare la soluzione delle equazioni di secondo grado. Archita per esempio deve proprio all’utilizzo del metodo analitico, l’aver trovato l’applicazione della curva cilindrica.
Euclide nei suoi “Elementi”, a partire da definizioni, assiomi e postulati, deduce i teoremi. Nel metodo assiomatico di Euclide, ogni affermazione nuova deve essere rigorosamente giustificata dall’ipotesi e da altre affermazioni dedotte in passaggi precedenti. Se ogni passaggio è esatto, allora lo è anche l’intero processo. Riteniamo che un tale procedere rigido e sistematico non si presta a far comprendere bene un argomento, soprattutto a chi prima non ne ha mai sentito parlare; magari si acquisisce l’esattezza di ogni passaggio ma non la causa, il significato del ragionamento considerato nel suo complesso.

Il troppo formalismo sicuramente inibisce, ostacola l’intuizione e il naturale processo di ragionamento degli studenti. Bisogna però non eliminare il formalismo ma far precedere a questo l’intuizione, come la creatività precede l’esperienza. Sicuramente se l’alunno viene abituato a formalizzare, difficilmente riuscirà a sviluppare l’intuito anzi, quest’ultimo, rischierà di essere ostacolato; se invece l’allievo viene spinto a riflettere e a ragionare ogni volta che si trova a risolvere un problema, diverrà capace di formalizzare, e la formalizzazione gli servirà come verifica.

È quindi auspicabile proporre problemi il più possibile attinenti alla realtà per motivare maggiormente gli allievi.

Per l’autore l’analisi, per mezzo della quale si trova la soluzione, è costituita:

· dalla trasformazione o “apagoge”

· dalla risoluzione. 

La sintesi invece comprende:

· la costruzione che egli definisce “la ripetizione di ciò che si è detto nella risoluzione.”

· la dimostrazione che “si opera impiegando le stesse deduzioni della trasformazione, ma in ordine inverso.”

· la conclusione in cui “si afferma di avere veramente raggiunto l’obiettivo richiesto…”

Da ciò si comprende come l’analisi sia necessaria per scoprire; essa infatti crea metodo ma “non è più necessaria quando si tratta di esporre in modo inattaccabile ciò che si è trovato…”. La sintesi invece “si impiega in particolare quando si tratta sistematicamente tutta una teoria le cui costruzioni erano già più o meno conosciute…”.

L’esempio geometrico del testo

Il testo illustra i procedimenti di analisi e di sintesi a partire da un problema geometrico: dati un segmento AB di lunghezza l e una superficie q, applicare la superficie al segmento in modo da formare "un rettangolo tale che un quadrato gli faccia difetto". Con l'ultima espressione si intende in pratica un rettangolo di perimetro 2l.

O in altre parole un rettangolo con lato AB, a cui è sottratto un quadrato il cui lato è il lato del rettangolo che è diverso da AB (il rettangolo ADKM della figura seguente, in cui AK=DB=DM).

[image: image16.png]



Si chiede quindi di costruire il rettangolo ADMK in maniera tale che abbia superficie q.

Nel testo vengono illustrati e classificati relativamente a questo problema (posto mediante protesi ed ectesi) i procedimenti tipici dell’analisi (trasformazione e risoluzione) e della sintesi (costruzione, dimostrazione, conclusione).

Nella trasformazione si immagina il problema risolto dal rettangolo ADMK. Si fa vedere che se C è il punto medio di AB, piazzando il rettangolo ACPK col lato AK coincidente a DB, l’area del rettangolo ADMK coincide con quella di uno gnomone.
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Ricordiamo che viene chiamato gnomone la parte rimanente di un parallelogramma al quale in un angolo viene tagliato via un parallelogramma più piccolo. 

Nel nostro caso lo gnomone a cui ci si riferisce è quello ottenuto sottraendo al quadrato CBEN il quadrato PMNQ di lato PM=CD.

[image: image18.png]



L’area di questo gnomone (CB²- CD²) è uguale a q.

Nella risoluzione si delimita il problema, che avrà soluzione se le quantità date soddisfano la relazione 
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, in quanto l’area dello gnomone sarà inferiore a quella del quadrato costruito su CB.

Si osserva anche che la delimitazione non esclude che D capiti a sinistra di C (riferendosi alla figura).

In effetti passando da un registro geometrico a uno algebrico, si può osservare che il problema è descrivibile dall’equazione di secondo grado 
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dove x è la lunghezza del segmento AK=DB.

Le due radici dell’equazione sono 
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La condizione di esistenza della radice quadrata è proprio la condizione trovata geometricamente; inoltre si può osservare l’esistenza di due soluzioni: quella col segno – corrisponde alla figura disegnata, l’altra porta a 
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, quindi D verrà disegnato a sinistra di C.

Nei punti successivi del testo si fa riferimento ai passaggi propri della sintesi.

Nella costruzione si “realizza l’oggetto delle ricerche”, adoperando le quantità che si conoscono essere giuste (in questo caso il valore di CD).

Nella dimostrazione si ripercorrono in ordine inverso le deduzioni della trasformazione, e infine con la conclusione si riprende la protasi.
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