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non tutto ciò che conta è contabile.

Albert Einstein

Tramite un percorso che ricalca quello che possiamo immaginare essere stata l’evoluzione del pensiero matematico primitivo, siamo usi introdurre gli insiemi numerici nell’ordine che segue: l’insieme dei numeri naturali, quello degli interi, quello dei numeri razionali per approdare, infine, all’insieme dei numeri reali (solo raramente si raggiunge l’insieme dei numeri complessi nell’ambito della scuola media superiore).

I passaggi che impongono questa dinamica sono senz’altro intuitivi, giacché questa nasce da motivazioni concrete che affondano le proprie radici nelle esigenze della vita quotidiana. L’ultimo passaggio è quello più delicato e talvolta viene liquidato affidando la spiegazione a “suggestioni” che lasciano nello studente una sensazione di “non finito” come quella che ha pervaso il sottoscritto quando si è posto domande del tipo “da dove vengono i numeri trascendenti? Cosa sono i numeri irrazionali? Perché i numeri irrazionali non riempiono la retta?”.
È interessante notare il fatto che, secondo la filosofia del “per fare un tavolo, ci vuole un fiore”, Weierstrass (circa nel 1860) partì dall’insieme dei reali per giungere a quello dei naturali e quest’ultimo fu “risolto” in un primo momento da Frege (la sua soluzione è abbastanza semplice da comparire in diversi manuali scolastici), ma l’impostazione fornita risultò debole e fu criticata dal matematico e filosofo Bertrand Russell. Lo stesso Frege riconobbe la validità dell’obiezione fornita col “paradosso di Russell”. Peano, allora, fondò il concetto di numero naturale appoggiandosi a quello di “successivo”.
Il percorso didattico che qui propongo non si sofferma su questi aspetti (trattati da altri colleghi), ma transita per gli insiemi numerici, a partire da quello dei numeri naturali, per giungere all’insieme dei numeri reali, sforzandosi di dare soddisfazione a qualche interrogativo che questa impostazione suscita nello studente.

L’insieme dei numeri naturali N.
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L’insieme dei numeri naturali nasce dall’esigenza quotidiana comune a tutte le latitudini e a tutte le epoche storiche e culturali: contare. Il concetto legato a questa esigenza è quello della somma. Contare significa semplicemente “sommare una unità”. Questo concetto è tradotto nei sistemi di numerazione non posizionale (come quello romano
 o quello egiziano) con la semplice aggiunta di una unità ed eventualmente nella trasformazione di un gruppo di simboli in un simbolo diverso. Occorrono le unità (I), sono utili forme intermedie strumentali (V, L), poi le decine (X), le centinaia (C), la cifra mille necessita di un nuovo simbolo (M) ed è facile notare come con questo sistema occorra un simbolo nuovo per ogni ordine di grandezza superiore. Per poter fare i calcoli, i romani non usavano la numerazione scritta, ma alcuni sassolini, che in latino si chiamavano appunto “calcoli”.
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Può essere stimolante in questo contesto introdurre le basi numeriche, in particolare quella binaria, ottale, esadecimale e, ovviamente, decimale, per mostrare che un numero naturale può essere rappresentato da un numero finito di simboli (ne bastano due) senza incorrere negli inconvenienti succitati. È forse già utile citare a questo punto l’esigenza successiva (pur non essendo più nell’ambito dei numeri naturali) che è quella di contenere un qualsiasi numero entro un numero limitato di cifre (dato a priori il numero di simboli) e citare l’ambito in cui questa è maturata: quello del calcolatore, dove il problema è risolto con mantissa ed esponente. E’ ovviamente indispensabile informare gli allievi del fatto che, cosa che sorprenderà molti, questa modalità comporta delle approssimazioni e per questo motivo, nel calcolo numerico il calcolatore non è “infallibile”.
Un sistema abbastanza intuitivo per introdurre i numeri naturali (lo si può fare con Cabrì, dall’uso del quale traggo l’immagine in Figura 1) è quello di disegnare una semiretta, dopodiché si prende un compasso, si punta nell’origine e si intercetta la semiretta dicendo: “questo segmento rappresenta l’unità e lo chiamo uno”, dopodiché si punta il compasso con la stessa apertura sulla prima unità e si prosegue nella costruzione: “questa è la seconda unità e la chiamo due”, e via discorrendo. È del tutto evidente che stiamo in qualche modo barando, giacché associare il numero cardinale 2 (la quantità di segmenti) all’ordinalità (“questo è il secondo, terzo, etc.”) ci consente di illustrare il problema con un procedimento sostanzialmente tautologico. Non esplicito qui le soluzioni offerte da Frege e da Peano giacché non è questo lo scopo di questo percorso didattico.

L’insieme dei numeri interi Z

L’insieme dei numeri interi
 Z non presenta una grossa difficoltà nei confronti dell’interlocutore “classe”, giacché l’introduzione strumentale di un segno e la giustificazione con motivazioni di ordine economico (debito/credito) appare di per sé convincente (“tu mi devi mille lire”, è diverso da “io ti devo mille lire”, a prescindere dalla valuta obsoleta). Trasformare la costruzione dei numeri naturali (semiretta) in quella dei numeri interi (retta) secondo le modalità espresse in Figura 1 è operazione tanto banale, quanto sufficiente a convincere gli studenti.
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Può essere tuttavia interessante arricchire questa trattazione introducendo le relazioni di equivalenza e il concetto di insieme quoziente con un percorso didattico che vado ad illustrare.

Innanzi tutto si parte dalla operazione critica che impone l’introduzione dell’insieme dei numeri interi: la sottrazione. Dati due numeri naturali distinti (a e b) ci si accorge che è sempre possibile fare max{a,b} - min{a,b} restando nel campo dei naturali, ma non il viceversa.
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Da questa osservazione nasce la necessità di ampliare l’insieme N in uno nel quale siano inclusi tutti i risultati della sottrazione e per farlo possiamo introdurre il procedimento di relativizzazione dell’insieme dei numeri naturali.

Partiamo da NxN, che possiamo visualizzare semplicemente evocando un foglio a quadretti o che possiamo costruire con Cabrì. Introduciamo la relazione ~ così definita: prese due coppie di elementi NxN, (n,m) e (i,j), diciamo che queste sono in relazione se e solo se n+j=m+i.

Formalmente scriviamo: (n,m) ~ (i,j) ( n+j=m+i

Mi occorre ora mostrare che è possibile considerare al posto di i e j una qualsiasi coppia di numeri appartenenti ai numeri naturali e per farlo sostituisco (n+k) a i e (m+k) a j. Abbiamo quindi:

(n,m)~(n+k,m+k) ( n+(m+k)=m+(n+k) 
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L’uguaglianza al secondo membro è vera in quanto applicando nell’ordine la proprietà commutativa, associativa e ancora commutativa, risulta verificata
.

La relazione ~ è una relazione di equivalenza, infatti gode della proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva (tralascio qui i passaggi).
Avendo dimostrato che nell’insieme esiste una relazione di equivalenza, allora è possibile creare una classe di equivalenza: sia n un elemento dell’insieme di partenza N, si indica con [n] il sottoinsieme di N che è costituito da tutti gli elementi m appartenenti ad N, che risultino equivalenti a n. Possiamo quindi scrivere: [n]:={m(N / m~n}.
Da questa definizione
 possiamo osservare che:

1. ogni elemento n appartiene alla propria classe di equivalenza.

2. se un elemento m è equivalente ad un elemento n ed entrambi appartengono allo stesso insieme N, allora appartengono alla stessa classe di equivalenza.
3. se un elemento m non è equivalente all’elemento n, allora le loro classi di equivalenza sono insiemi la cui intersezione è nulla.

Consideriamo allora l’insieme quoziente NxN/~. I suoi elementi sono le classi di equivalenza e le rappresentiamo simbolicamente come segue: se (n,m) è un elemento di NxN, allora [n, m] è la sua classe di equivalenza. Dato l’elemento (k+h, k), la sua classe di equivalenza si indica [k+h, k]. Notiamo che, a livello di classe di equivalenza, abbiamo numerose omonimie perché, ad esempio, (3,0), (4,1), (5,2) sono elementi distinti di NxN, mentre [3,0] è la classe di equivalenza che può anche essere scritta come [4,1].

Basta poco, se aiutati da un grafico come quello in Figura 2 per riconoscere nell’insieme NxN/~ quello dei numeri interi relativi e ad esso dare il nome Z.
L’insieme dei numeri razionali Q

L’operazione critica che ha generato la necessità di espandere ulteriormente l’insieme dei numeri interi è ovviamente quella di divisione, per la quale, fin dalle prime esperienze nella scuola primaria, capita troppo spesso di fare i conti con “il resto” (a meno che testi “disonesti” non forniscano solo esercizi “compiacenti”).

Ritengo qui utile esprimere qualche considerazione relativa alla base adottata. È senz’altro patrimonio consolidato il fatto che dividere un numero per due o per cinque sia abbastanza agevole, perché, anche se occorre entrare nel campo dei numeri decimali, con questi divisori ci si ferma presto (numeri decimali finiti). Il risultato di una divisione per 3, al contrario, se il dividendo non è un suo multiplo, fornisce un numero decimale periodico. È a questo punto utile fare un esperimento: contare in base tre. In questo ambito, qual è il risultato di uno diviso tre? Ho usato esplicitamente le lettere per menzionare i numeri, giacché non è consentito, in base 3, scrivere questa cifra con il simbolo usuale. Il 3 si traduce, nella numerazione in base tre, come segue: 103. Sappiamo che 1/10 fa 0,1 ma se la base è 3? Ebbene, se abbiamo solo tre cifre, i numeri decimali, limitati ad una sola cifra dopo la virgola, saranno soltanto: 0,0 poi 0,1 e 0,2 mentre l’aggiunta di un altro decimale ci fornisce l’unità secondo il meccanismo del riporto (banalmente 0,0 significa “non c’è alcuna torta”, 0,1 significa che “c’è un decimale di tre di torta”, 0,2 che “ci sono due decimali di tre di torta”). Allora 1/3, che in decimale scriviamo 1/103, fornisce lo stesso “risultato grafico” della divisione di 1/10 quando la base è 10 (cioè scrivo gli stessi simboli): 1/10= 0,1; 1/103=0,13. Quel pedice, però, denuncia che il significato di quell’1 dopo la virgola ha un “peso” diverso da un decimale derivato da numeri in base dieci. Non sorprenderà più lo studente la seguente considerazione: i calcolatori elaborano i numeri in base binaria. Dividere per due significa “dividere per 102” e questo significa semplicemente spostare di una cella il numero binario, nel registro nel quale è contenuto, esattamente come succede quando dividiamo per 10 nella base usuale (spostiamo la virgola). In altre parole, dividere per la base è sempre banale e il calcolo aritmetico è sempre semplice quando si divide per un divisore della base (quando questa è dieci è facile dividere per 2, 5 e 10).
Questa esperienza ci permette di motivare l’uso di una base sessagesimale giacché considerare una base che abbia in sé i fattori primi 2, 3, 4 e 5, permette una semplificazione notevole dei calcoli in molte “attività quotidiane”, quand’anche si sia introdotta una complicazione non da poco, rappresentata da sessanta icone diverse per definire le cifre da maneggiare (questo con la numerazione posizionale di derivazione araba). Ecco il motivo per cui la base sessagesimale è giunta fino a noi, sopravvivendo nella scansione delle nostre giornate con i minuti primi (sessantesimi di ora) e i minuti secondi (sessantesimi di minuti primi).
L’introduzione dell’insieme dei numeri razionali Q ci costringe ad affrontare alcuni problemi. Il primo è la divisione per zero. È possibile giungere a Q tramite l’insieme quoziente ZxZ*/~ in maniera abbastanza simile a quella vista nel paragrafo precedente, ma è comunque necessario prendere coscienza del fatto che non si sa dividere per zero. Quell’asterisco nell’insieme quoziente ha proprio il significato di considerare per il divisore tutto l’insieme Z, escluso lo zero. La giustificazione secondo la “prova della moltiplicazione”, rischia di offrire un’altra spiegazione tautologica, mentre l’introduzione del concetto di limite (“invece di dividere per zero, divido per un centesimo, poi per un millesimo, poi per un milionesimo…”) può risultare utile a familiarizzare con questo concetto, cosa che può essere positiva giacché la sua metabolizzazione permetterà di affrontare il programma legato a questo tema, in un momento successivo, con qualche connessione cerebrale già formata.
Un altro problema è dato dalla sorprendente considerazione che, senza precauzioni, possiamo avere a-b=0 dove però a(b. Questo ci induce a spiegare e rimuovere il problema del nove periodico.
Consideriamo le seguenti operazioni:

1,0-0,9=0,1

1,00-0,99=0,01

1,000-0,999=0,001.

All’ennesimo passo avremo che la sottrazione fornisce il seguente risultato: (1/10)n. Basterà quindi considerare il valore assunto da (1/10)n al crescere di n. Tale valore ha per limite zero e questo ci induce ad affrontare il problema in due modi possibili:
· escludere da ogni considerazione i numeri decimali che terminano con un 9 periodico (tanto essi non scaturiscono mai da una divisione fra numeri interi come si dimostra nella nota 1 degli “Appunti di didattica della matematica” Cap 4, pag. 19 che non riporto per esteso).

· effettuare un’operazione di quoziente, mettendo nella stessa classe di equivalenza di ogni numero decimale limitato e con ultima cifra decimale non nulla anche il numero che differisce da questo per avere al posto di quest’ultima cifra la stessa cifra diminuita di uno e seguita da una sequenza infinita di 9.
I pro e i contro di queste modalità sono illustrati nelle dispense alla pagina appena citata e per questo motivo non mi soffermo oltre.

Penso che a questo punto sia utile “smitizzare” il 9 periodico come problema che poi si ricorda per semplice atto di fede, suggerendo una riflessione critica sul tema (dalla matematica strumentale a quella relazionale) e per farlo suggerisco di affrontare lo stesso problema in altre basi. “Zero virgola quattro periodico” è uguale a uno, quando la base è cinque. 0,7 periodico è uguale a 1 quando la base è otto. 0,f periodico è uguale a 1 quando la base è sedici.
Giunti a questo punto, suggerisco di affrontare due temi legati ai numeri razionali. Il primo è quello che spiega la regoletta mnemonica sulla determinazione della frazione generatrice di un numero periodico e la seconda è la dimostrazione del fatto che radice di due non è un numero razionale.
1. La regoletta mnemonica prevede di mettere al numeratore il numero moltiplicato per una potenza di dieci tale da avere il periodo una volta alla sinistra delle virgola, a questo sottrarre il periodo (anche questo moltiplicato un numero sufficiente di volte per dieci) e a denominatore tanti nove quante sono le cifre del periodo e tanti zeri quante le cifre dell’antiperiodo. Confesso che io stesso, per ricordare questa formula, mi sono ricostruito qualche caso tramite il procedimento che la giustifica.
Sia a= 7,18 con l’otto periodico. Allora 100a= 718,8 con l’otto periodico. 10a= 71,8 con l’otto periodico. In conclusione 100a-10a=718,8-71,8 (entrambi gli otto periodici), ma sottraendo due periodi identici ho zero, quindi a=(718-71)/(100-10). Questo procedimento logico è alla base della regoletta mnemonica che verrà presto dimenticata, mentre probabilmente il procedimento verrà ritenuto più a lungo, in alcuni casi per sempre.

2. Supponiamo che 
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 sia un numero razionale. Allora è esprimibile come rapporto di numeri interi e pertanto sarà: 
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. Da questo ricaviamo agevolmente la seguente relazione: 2b2=a2.
Osserviamo ora quanto segue:
a. Ridotto a fattori primi, un qualsiasi numero poi posto al quadrato ha gli esponenti dei fattori primi che sono tutti pari.
b. Il fattore primo 2 in a2 è pertanto presente un numero pari di volte (sia questo “numero pari” anche zero).
c. Analogamente il fattore primo 2 in b2 è presente un numero pari di volte, ma siccome nel primo membro appare moltiplicato per 2, per forza di cose a primo membro il fattore primo sarà dispari.
Tutto questo considerato ci porta alla conclusione che non esistono a e b interi che possano soddisfare l’equazione 2b2=a2 e pertanto l’ipotesi che 
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 sia un numero razionale si dimostra essere falsa per assurdo.

In conclusione di questo excursus sui numeri razionali, svelerei alcune problematiche di questo ambito. Innanzi tutto mostrerei per quale motivo dalla divisione di due numeri interi non può che essere generato un numero decimale periodico (sia questo periodo anche lo zero). Fonte di questo approfondimento potrebbe essere una rielaborazione del paragrafo 1 del capitolo 4 degli Appunti di Didattica Matematica. In particolare, partendo dall’assunto: se p è un numero primo, la lunghezza del periodo di 1/p è al più p-1. Esso è sempre un divisore di p-1, ma può non essere esattamente p-1 (ad esempio 1/11=0,09 con “09” periodico ed il periodo è quindi 2, divisore di 11-1=10). La questione di sapere per quali numeri primi p questa lunghezza sia esattamente p-1 non è mai stata risolta. Questo ci permette di introdurre un concetto chiave: la matematica non è un circolo chiuso dove tutto è stato affrontato e risolto, neppure il calcolatore, in grado di fornire un fondamentale ausilio negli studi della matematica moderna può sostituirsi all’intuito dell’uomo che, in molti casi, continua a brancolare nel buio.
L’insieme dei numeri reali R

R si introduce per rendere possibile l’espressione delle misure delle grandezze fisiche. Abbiamo visto che i numeri razionali (cioè quei numeri che sono generati da un rapporto di numeri interi, con la precauzione di escludere la divisione per zero e la rimozione del nove periodico) forniscono sempre e comunque dei numeri decimali periodici, a patto di considerare perfettamente legittimo, come è certamente, anche lo 0 periodico.
Può essere a questo punto interessante inserire in questa trattazione lo “scandaloso radice di due”, collocandolo in un contesto storico filosofico che può offrire spunti di multidisciplinarità con gli insegnanti di quelle discipline. Mi riferisco alla scuola pitagorica e all’incommensurabilità del lato del quadrato con la diagonale del medesimo.
Detto che “per riempire la retta”, non bastano i numeri periodici, occorre dimostrare che preso ad esempio l’intervallo [0,1] è vero che questo contiene infiniti numeri razionali, ma è anche vero che non bastano i numeri sotto radice per riempirlo. Citare “π”, “e”, sen(n), cos(n) come esempi di numeri trascendenti non algebrici (sorvolo sul fatto che non stanno in quell’intervallo) e dire “la dimostrazione che questi numeri sono irrazionali e trascendenti è relativamente recente
, pensate che George Cantor è diventato pazzo studiando questi problemi”, rischia di dare al tema un connotato quasi religioso (come il nome “trascendente” induce implicitamente a fare) o addirittura satanico (come la pazzia di un matematico può indurre a pensare). Credo quindi che l’argomento possa essere affrontato esplicitamente nella maniera che segue.
Per prima cosa dimostriamo che i numeri decimali non sono numerabili. Per assurdo supponiamo che lo siano. Allora li elenchiamo come segue:
α0=0,a00a01a02a03…

α1=0,a10a11a12a13…

α2=0,a20a21a22a23…

α3=0,a30a31a32a33…

…

Le lettere “a” sono le cifre con le quali descrivo i numeri decimali e assumono i valori da 0 a 9 (nella numerazione in base dieci).
Costruisco semplicemente α come segue:

α=0, a0a1a2a3…

dove:

a0≠ a00 e pure a0≠9.
a1≠ a01 e pure a1≠9.
a2≠ a02 e pure a2≠9.
a3≠ a03 e pure a3≠9.

…

Con questa procedura α è manifestamente diverso da α0 perché certamente la prima cifra decimale è diversa. È diverso da α1 perché la seconda cifra decimale differisce, è diverso da α2 perché a differire è almeno la terza e così via continuando. La precauzione di eliminare anche la cifra 9 serve per garantirsi dal fatto che da un certo punto in poi non siano tutti 9 e quindi uguale al numero decimale precedente (periodico con periodo zero e ultima cifra significativa incrementata di uno rispetto al numero con periodo nove).
Avendo trovato questo numero α non compreso nell’elenco di decimali per ipotesi numerabili, non può che cadere l’ipotesi che i numeri decimali (e i numeri reali per i quali diversi colleghi hanno presentato la relazione di corrispondenza
) siano numerabili.
A questo punto occorre mostrare che i numeri irrazionali algebrici sono numerabili per mostrare che non sono sufficienti a “riempire la retta” giacché gli stessi numeri razionali lo sono, e neanche loro bastano.
Innanzi tutto si mostra il fatto che ogni numero algebrico è soluzione di un’equazione polinomiale. Banalmente 
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 deriva dalla seguente equazione: 
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. Qualsiasi sia l’ordine della radice, qualsiasi sia il numero sotto radice, posso ricavarlo almeno da un’equazione costruita come nell’esempio qui sopra.

La domanda che ci poniamo è la seguente: sono i polinomi numerabili? Se lo sono, allora sono numerabili anche le radici dei polinomi e i numeri irrazionali algebrici non possono essere sufficienti a riempire la retta. La risposta è affermativa in quanto un insieme AxB dove A e B sono entrambi numerabili, è a sua volta numerabile infatti:

a={a0, a1, a2…}

b={b0, b1, b2…}

AxB:

1 (a0,b0) 2 (a0,b1) 4(a0,b2) 7(a0,b3)…
3 (a1,b0) 5 (a1,b1) 8(a1,b2) 12(a1,b3)…
6 (a2,b0) 9(a2,b1) 13(a2,b2) 17(a2,b3)…
10 (a3,b0) 14(a3,b1) 18(a3,b2) 21(a3,b3)…
…

Si procede “per diagonali” e si vede che tutti gli elementi di AxB sono raggiunti e quindi numerati. Partendo dall’ipotesi che A e B fossero numerabili, allora AxB = C è numerabile e se lo è C, lo sarà anche AxC che chiamiamo D e poi ancora AxD che chiamiamo E, e pure ExD e via discorrendo giacché la composizione di insiemi numerabili mi fornisce sempre un insieme a sua volta numerabile.

A questo punto il gioco è fatto perché siamo in grado di dimostrare che l’insieme dei polinomi a coefficienti
 in Z è numerabile:

· I polinomi di grado zero sono numerabili, giacché un unico coefficiente intero è numerabile.
· I polinomi di grado uno sono numerabili, giacché abbiamo due coefficienti interi e ciascuno di essi è numerabile quindi possiamo costruire AxB=C dove A è numerabile e B è numerabile, quindi anche C lo è.

· I polinomi di grado due sono numerabili perché composti da tre coefficienti numerabili, associo i primi due e ottengo un insieme numerabile che posso associare al terzo per restare nell’ambito degli insiemi numerabili.

· E così via.

A conclusione di questo percorso, mostriamo come è possibile ricavare geometricamente un numero razionale. In Figura 3 è riportato il procedimento col quale ricavare le radici quadrate di tutti i numeri naturali (si noti come si può vedere confermata da questa costruzione il fatto che la radice di quattro valga proprio 2, infatti questo valore coincide con quello del diametro della circonferenza centrata su 1 e passante per 0). Qui a fianco il procedimento che si basa sul teorema di Euclide per ricavare la geometricamente la radice quadrata di un numero qualsiasi a partire da un segmento unitario. Si noti che se questo numero fosse π, la costruzione è in grado di ricavare il segmento la cui lunghezza vale 
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Figura � SEQ Figura \* ARABIC �1�. I numeri naturali con riga e compasso.





Figura � SEQ Figura \* ARABIC �2�. Da N a Z. Relativizzazione dell’insieme dei numeri naturali.





Figura � SEQ Figura \* ARABIC �3� Costruire i radicali con riga e compasso.





Figura � SEQ Figura \* ARABIC �4�. Costruire geometricamente radice di x con il teorema di Euclide.








� In verità nella numerazione romana si procede anche per differenza, e non solo per somma, giacché il numero 4 può essere scritto con la forma IIII, ma ben più spesso come IV e cioè 5-1.


� Il simbolo Z deriva dal tedesco “zahlen”, termine che significa, appunto, “intero”.


� Approfittando delle note sugli errori nei libri di testo, gentilmente fornite durante il corso, si può qui effettuare un excursus su queste proprietà e almeno citare il fatto che l’addizione è un’operazione binaria.


� Abbiamo parlato dell’insieme N, ma le considerazioni sono in realtà più generali.


� Per dimostrare che π non è un radicale occorre attendere il 1882 quando Lindeman ci riuscì, all’età di 32 anni e desterà legittimamente sorpresa il fatto che la dimostrazione dell’irrazionalità di π giunse solo nel 1761 ad opera dello svizzero Lambert: fino ad allora non era ancora noto il fatto che non esistesse una frazione generatrice!


� Suggerisco di rendere disponibile un learning object siffatto, almeno i migliori di ogni argomento presentato.


� È agevole dimostrare la stessa cosa per i polinomi a coefficienti in Q semplicemente notando il fatto che se moltiplico un polinomio per tutti i denominatori dei coefficienti delle varie potenze, otterrò un polinomio a coefficienti interi.


� Occorre osservare che in questa scala abbiamo un vincolo non esplicitato: acciocché un polinomio sia di grado n, occorre che il coefficiente della potenza di grado n sia diverso da zero, per non ricadere nel caso precedente.
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