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“La matematica è quella disciplina nella quale non si sa di cosa si sta parlando,
né se ciò che si sta dicendo sia vero o falso”.

Bertrand Russell
1) Facendo riferimento alla geometria, si descrivano sinteticamente le tappe fondamentali dell’evoluzione del metodo assiomatico.

“Non varchi questa soglia chi ignora la geometria”
Iscrizione posta sull’ingresso dell’Accademia di Platone
La parola geometria viene dal greco e significa “misurazione della terra”. Pare infatti che ben prima di Euclide i matematici greci avessero importato le prime nozioni di questa disciplina dal mondo egiziano dove la funzione di rilevazione dei confini agricoli a seguito delle inondazioni causate dallo straripamento del fiume Nilo era ovviamente di vitale importanza in quell’ambito economico culturale. La geometria dei precursori non era assiomatizzata, ma era piuttosto una disciplina empirica, come ci dimostra la filologia del vocabolo. Fu proprio Euclide, nel III secolo a.C. a proporre per primo il metodo assiomatico e a rendere così i libri dei celeberrimi “Elementi”, per lungo tempo, il testo più diffuso in tutto il mondo occidentale, dopo la Bibbia.
Nell’assiomatica classica (o euclidea) i concetti primitivi hanno un significato (definitio rei) e le proposizioni primitive sono scelte in forza della loro evidenza (intuitiva) e sono dette “postulati” se l’evidenza è di tipo geometrico, “assiomi” o “nozioni comuni” se l’evidenza è di tipo generale. Noto un parallelismo con “l’idea chiara e distinta, quindi vera”, di cartesiana memoria.
Tra i postulati di Euclide riveste una particolare importanza, per l’evoluzione del metodo assiomatico, il quinto che afferma l’unicità della retta parallela ad una retta data e passante per un punto esterno. È utile qui ricordare che l’esistenza di questa retta è garantita dai teoremi derivanti dai primi quattro postulati e la negazione in senso “riemaniano” del quinto postulato di Euclide presuppone la necessità di modificare anche qualcosa dei primi quattro.
Euclide stesso ritenne il quinto postulato non sufficientemente evidente e fece ogni sforzo per non utilizzarlo, mentre intere generazioni di matematici si sforzarono di dimostrarlo. Questo ci è testimoniato dal fatto che egli si arrese il più avanti possibile nel corso del suo trattato.

Tra i precursori delle geometrie non euclidee, non solo per amor di Patria, occorre citare Gerolamo Saccheri (1667-1773) il quale negò la validità del quinto postulato al fine di arrivare ad una contraddizione e, conseguentemente, dimostrare per assurdo la validità del medesimo. Saccheri, quindi, non dubitava della validità del quinto postulato e le sue deduzioni, corrette e poi utilizzate dai geometri non euclidei del secolo successivo, furono quindi un “incidente di percorso” perché una reale consapevolezza delle potenzialità rivoluzionarie di quelle scoperte invero non maturò nello studioso italiano. Non c’è da meravigliarsi visto che possiamo addirittura annoverare tra i precursori delle geometrie non euclidee lo stesso Carl F. Gauss che evitò di pubblicare dei lavori su questi temi onde evitare “le grida dei beoti” della sua epoca.
Il balzo nell’assiomatizzazione moderna è quindi più che bi-millenario. Già nel 1989 “Peano dedicò all’assiomatizzazione della geometria molti articoli, e quattro libri: il Calcolo geometrico (1888), I principii di geometria logicamente esposti (1889), Gli elementi del calcolo geometrico (1891) e Sui fondamenti della geometria (1894). Molto altri risultati furono poi ottenuti dalla sua scuola, in particolare da Mario Pieri. Nonostante la sua mole, questo lavoro non è però fra i contributi di Peano più originali e duraturi: da un lato è troppo debitore a Hermann Grassmann e a Moritz Pasch per l’ispirazione, dall’altro lato non ha raggiunto la perfezione e la popolarità del lavoro di Hilbert del 1899.” (P. Odifreddi [7]). L’assiomatica moderna (o “hilbertiana”, termine che uso facendo un torto consapevole a Peano, Pieri, Padoa e Burali-Forti) si basa su definizioni nominali, le cosiddette definitio nominis (contrapposte alla definitio rei). Occorre ricordare la primogenitura di Mario Pieri sul termine di “sistema logico deduttivo”, mentre Peano si attestava su una posizione di retroguardia affermando: “Certo è permesso a chiunque di premettere quelle ipotesi che vuole, e lo sviluppare le conseguenze logiche contenute in quelle ipotesi. Ma affinché questo lavoro meriti il nome di geometria bisogna che quelle ipotesi o postulati esprimano il risultato delle osservazioni più semplici ed elementari delle figure fisiche." (Sui fondamenti di Geometria in Peano 1957-1959)”.
David Hilbert espresse il suo lavoro solo dieci anni dopo Peano (al quale va riconosciuto anche il merito di essere stato il primo ad assiomatizzare l’aritmetica); Grundlagen der Geometrie (Fondamenti della geometria). La principale differenza tra l’assiomatizzazione di Peano e quella di Hilbert è di tipo epistemologico [2, pag. 65]. Per Peano la minimizzazione del numero degli assiomi aveva lo scopo di raggiungere la “purezza logica”, mentre Hilbert voleva anche l’indipendenza al fine di negare uno degli assiomi e motivare così la nascita di diverse geometrie.
2) La “crisi dei fondamenti” e le principali proposte per il suo superamento.

“La logica è invincibile perché per combattere la logica è necessario usare la logica”
Pierre Boutroux
“Si deve sempre poter dire al posto di"punti, rette, piani",
"tavoli, sedie e boccali di birra"”.
David Hilbert

“Dio ha creato i numeri naturali
, tutto il resto è opera dell’uomo”
Leopold Kronecker
Le tre citazioni non sono casuali, testimoniano infatti dell’esistenza delle tre scuole di pensiero che più hanno caratterizzato gli studi epistemologici del tardo ottocento e dei primi decenni del novecento: il logicismo (Frege e Russell), il formalismo (Peano e Hilbert) e l’intuizionismo (Kronecker e Brower).
La “crisi dei fondamenti” è propria di quel periodo ed è, a mio parere, una naturale conseguenza del movimento del rigore che ha caratterizzato la matematica dell’ottocento. I fattori che maggiormente hanno contribuito a generarla sono la nascita delle geometrie non euclidee
 e le antinomie
.

La prima scuola nasce da Gottlob Frege il quale ha cercato di porre la logica alla base della matematica. A torto qualcuno inserisce Peano tra i logicisti, abbagliato dal fatto che Russell, in genere non incline a gesti di riconoscenza, citò i lavori di Peano tra i più rilevanti ispiratori della sua logica e proprio da Peano prese la simbologia, molto più adeguata di quella di Frege, perché quella di quest’ultimo affetta da grafia germanista troppo pesante per un anglofono come Russell (e, sospetto, anche per un latino come il sottoscritto). La non adesione di Peano alla scuola logicista è manifesta da questa sua affermazione: “come la malattia non è l’insieme dei malati, così il numero non è una classe di insiemi equipotenti”. Occorre infatti ascrivere il grande matematico italiano, e numerosi suoi discepoli
, nella scuola dei formalisti, ormai mediaticamente capitanata da David Hilbert. Per quest’ultimo i concetti di indipendenza degli assiomi e quindi della loro coerenza e non contraddittorietà gioca un ruolo fondamentale ormai alla base della matematica moderna.
David Hilbert si occupò del problema dei fondamenti all’inizio del secolo, ma lo abbandonò per almeno quindici anni e fu costretto a ritornarci per fronteggiare il successo degli intuizionisti ai quali rimproverava: “Proibire ad un matematico l’uso del principio del terzo escluso è come proibire ad un astronomo l’uso del telescopio, o ad un pugile l’uso dei pugni”. Kronecker contestava già nel tardo ottocento l’opera di Cantor (sui numeri transfiniti e la teoria degli insiemi) e il rigore di Weierstrass metteva sul tappeto questioni che non potevano dirsi matematiche, ma “mistiche”. Possiamo considerare Kronecker un precursore di questa scuola che venne a maturazione con l’opera di Brower che affermava: “Ciò che è intuitivamente certo è inferiore a ciò che è matematicamente dimostrato”. Un altro termine per definire la matematica intuizionista è quello di “matematica costruttiva”. Per Brower, infatti, la dimostrazione dell’esistenza di un numero razionale ab con a e b irrazionali fatta col criterio dell’ “if – then – else” (mi riferisco a b= sqrt(2) con rispettivamente  a =sqrt(2) in un caso e a=sqrt(2)^ sqrt(2) nell’altro) non è accettabile perché non dice quale è il caso che definisce questo numero, in altre parole non esplicita il caso che lo “costruisce”. Un altro elemento caratteristico di questa scuola di pensiero è la necessità di avere definizioni che permettano di determinare ciò che si cerca in un numero finito di passi. In altre parole le dimostrazioni di esistenza debbono consentire, fissato il grado di precisione, di raggiungere il risultato in maniera costruttiva e per farlo, occorre che il numero di iterazioni da svolgere sia finito. Onestamente non sono epidermicamente attratto dalle tesi degli intuizionisti, ma devo riconoscere il fatto che nel secondo novecento, la nascita dell’informatica e la conseguente necessità di “programmare il calcolatore”, abbia una forte necessità di metodologie costruttive e questo genere di matematica è quindi molto importante e “ingegneristicamente parlando”, fertile.
3) Gli effetti del teorema di Gödel sul programma “originario” di Hilbert; cenni al programma “generalizzato” (o “modificato”) di Hilbert.

“Actually Hilbert envisaged a new method, which was completely lacking in the Italian school, that is, to proceed by mathematical induction on theorems in a formalized theory. In spite of the initial criticism by Poincaré, this finally led, in the twenties, to the mature formulation of Hilbert’s program”.
Marco Borga [7]
“Hilbert aveva intravvisto, a partire dal 1904, che la formalizzazione delle teorie con linguaggi simbolici dalla sintassi perfettamente definite permetteva di eseguire sulla loro rappresentazione formale costruzioni e ragionamenti di tipo combinatorio; egli pensava, e riteneva che tutti potessero concordare, che tali ragionamenti avessero un carattere sostanzialmente matematico, oltre a un chiaro significato e la massima affidabilità.

… omissis…

Il progetto di Hilbert contemplava di dimostrare la non contraddittorietà della matematica infinitaria o infinitistica con metodi elementari che chiamava finitisti (neologismo brutto ma inevitabile…).” [5, pag 95].
In breve Hilbert concepiva “le matematiche” come insiemi logico ipotetico deduttivi per i quali occorreva raggiungere una formalizzazione (ogni teoria matematica diventa un sistema formale) che prevedeva un’assiomatizzazione e la definizione delle regole logiche. Di tale sistema formale, poi, occorreva dimostrare la sua non contraddittorietà (fino ad allora descritta con i termini di compatibilità / consistenza / coerenza) e, problema primario di Peano, la minimizzazione degli assiomi (per individuare i fondamenti non riducibili). Le dimostrazioni formali rigorosamente definite diventano oggetto di studio di una nuova teoria che Hilbert chiama “Teoria della Dimostrazione”. Il suo scopo è quello di dimostrare (qui uso questo vocabolo in termini informali) che non può aversi una “dimostrazione che α, ┐α” (qui, invece, uso questo vocabolo nel senso di dimostrazione formale). Il teorema di completezza “se una formula è una tautologia allora è dimostrabile” (Hilbert 1928) e i risultati parziali dei suoi allievi che ottennero la consistenza di sottoinsiemi dell’aritmetica, indussero Hilbert a ritenere la soluzione alla crisi dei fondamenti ormai alla portata (tanto, addirittura, da darla erroneamente per raggiunta), quando irruppe sulla scena il teorema di Gödel.
Hilbert si dimostrò tuttavia fiducioso del suo programma in quanto questo teorema si riferiva agli strumenti coi quali raggiungere lo scopo. Come già noto non si può quadrare il cerchio (con riga e compasso), né risolvere per radicali una equazione di grado superiore al quinto, così Hilbert indicava strumenti “esterni” come un possibile superamento dell’ostacolo maturato con il teorema di incompletezza.

4) Lo status della conoscenza matematica secondo gli empiristi.

“improving by proving”
Imre Lakatos

La crisi dei fondamenti ha prodotto una schizofrenia filosofica, come quella secondo la quale i matematici di professione sono platonisti nei giorni feriali e formalisti nei festivi. Un approccio assai diverso è quello empirista che implementa/introduce in qualche modo la filosofia della scienza di Karl Popper in ambito matematico. Entriamo in un clima culturale molto più recente, staccato anche da un punto di vista temporale dal periodo della “crisi dei fondamenti” e il pensatore più convincente di questa “scuola” è Imre Lakatos. Secondo gli empiristi (a guisa di una traduzione personale che ho maturato autonomamente e che con immensa soddisfazione ho visto confermato in questa corrente di pensiero) la matematica, come molte altre discipline scientifiche quali ad esempio la fisica, semplicemente “prende atto” delle successive crisi di cui è stata oggetto. In buona sostanza, scrive Lakatos “Ogni volta che il dogmatismo matematico dell’epoca entrava in crisi, una nuova versione forniva ancora una volta l’autentico rigore e i fondamenti definitivi, ripristinando così l’immagine di una matematica autorevole, infallibile, inconfutabile […]. È proprio ora di rimettere in discussione questo dogma.”
Tutto sommato, persino il “costruttivista” Kronecker pensava che dietro la base della matematica ci fosse semplicemente Dio, come anche per Cartesio (forse il primo ad essere accusato di “circolarità”, in campo filosofico), a garanzia della sua perfezione. L’idea degli empiristi è, al contrario, atea: la matematica si evolve come una qualsiasi scienza ed è sottoposta al vaglio del controesempio. Non mi trovano invece consonante l’idea della “morte della dimostrazione”, ma condivido senz’altro la necessità di renderla didatticamente piena tramite l’esplorazione che consente di vederla non come semplice “prodotto finito”, ma come esercizio intellettuale che il compianto prof. Alessandro Chiabrera chiamava nel corso delle sue lezioni “esperimento con il pensiero”.

Per meglio descrivere l’empirismo mi si perdoni l’intrusione nel punto successivo (che dedico ad altro). Mi piace qui segnalare un piccolo gioco con le carte che permette di rendere ludico, e parimenti didattico, l’approccio matematico di tipo empirista. Si prenda un mazzo di carte e si decida una “legge arbitraria” senza comunicarla pubblicamente (ad esempio: “carte rosse e carte nere devono essere alternate”, oppure “pari e dispari devono essere alternati, le figure fungono da interruzione e possono seguire ed essere seguite da una qualsiasi carta”, o ancora: “dopo una figura seguono almeno tre carte numeriche”). A questo punto la persona “depositaria della legge” funge da oracolo il quale risponde in maniera binaria a domande di questa schiatta, che simulano degli esperimenti: “se metto questa carta, rispetto la legge?”. Scopo del gioco è quello di individuare la legge. Sono interessanti alcune varianti. Verificare “empiricamente” come è opportuno scegliere la legge se lo scopo del gioco è permettere ai “ricercatori” di trovare la legge il più rapidamente possibile o il più lentamente possibile (un po’ come per il Master Mind). Presto si “barerà” cambiando la legge in maniera tale da non farla scoprire, ma occorre rispettare i vincoli delle carte accettate fino a quel momento scoperte.
5) Si scelga uno dei precedenti argomenti (da 1 a 4) e si cerchi di evidenziarne collegamenti con l’insegnamento della matematica.

Temo di avere abusato dello spazio concesso e, in questa sede, mi riallaccio brevemente ai punti 1 e 3 per i quali il capitolo “Il sudoku in classe” del mio libro “A scuola di Sudoku” può agevolmente essere utilizzato per soddisfare questa questione. In occasione del tirocinio di quest’anno presso l’Istituto Einaudi ho premesso al mio intervento in classe il sudoku che ho utilizzato per illustrare una metafora che, partendo dal gioco, ha illustrato il metodo assiomatico. La negazione di un assioma/indizio, è facilmente mostrabile, conduce a due conseguenze possibili: una contraddizione o una nuova soluzione. Nel caso di un mini Sudoku, negare un assioma (ad esempio “nella cella b1 c’è il numero 1) significa trovarsi di fronte a diverse alternative (sostituire in b1 con il numero 2, 3 o 4). Un altro limite della metafora è la “finitezza” del Sudoku, ma trovo che introdurne uno di “infinito” (un esperimento con il pensiero, insomma) permetterebbe di illustrare, in maniera certamente solo divulgativa, il teorema di incompletezza di Gödel. In un sudoku infinito, infatti, un numero finito di indizi iniziali produce senz’altro qualche conseguenza, ma ad un certo punto occorrerà “scommettere” (nel senso che ho dato nel libro a questo termine) e conseguentemente scommettere su un numero o su un altro porterà a sudoku/geometrie diverse, ma mai, comunque, sarà possibile terminare “il gioco/la geometria”.
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� Ho trovato citata questa frase molte più volte con le parole “numeri interi”. Non ho però rintracciato l’originale in tedesco, né sarei in grado di interpretarlo, né invero ci ho provato, e parendomi “opera dell’uomo” la derivazione dei numeri interi dai numeri naturali, mi permetto, pur giustificandolo, la libertà di aderire alla formulazione qui adottata.


� Cito da un lavoro di Palladino recuperato in rete grazie a [7]: Il grande matematico H. Poincaré aveva sostenuto che la geometria euclidea sarebbe stata in ogni caso la più “comoda”. Se ciò rimane vero per le nostre esigenze quotidiane, non lo è stato per la fisica relativistica, in cui si è rivelata più “comoda” la geometria ellittica.


� Tra le più celebri quella di B. Russell esplicitata in una lettera a G. Frege, ma tra le altre quelle linguistiche, del barbiere e del mentitore, precursore anche in questo ambito un italiano: Burali-Forti.


� Tra questi Mario Pieri merita di essere citato in quanto autore dell’etichetta di “sistema ipotetico deduttivo”.
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